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Introducao

Apesar das inumeras aplicacoes de linguagens regulares,
existem aplicacoes que requerem linguagens mais sofisticadas

Exemplo: linguagens que contém expressoes aritméticas com
balanceamento de parénteses

("t,+1,)+18)-)+1,,,)

— onde n > 0, cada t; € uma subexpressao, e o numero de ('s
é igual ao numero de )'s

p

Intuitivamente, um autémato finito
nao possui memaoria poderosa o
suficiente para lembrar que leu n

ocorréncias (arbitrarias) de (’s

E possivel provar que essa
linguagem nao é regular (usando
o lema do bombeamento)?

)
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Automatos com Pilha

Os automatos com pilha sao uma extensao dos autdmatos
finitos que adicionam uma memoria organizada como pilha

Sao maquinas reconhecedoras para muitas linguagens que
ocorrem na pratica, como linguagens de programacao

Ao contrario de automatos finitos, a versao nao deterministica
tem um poder de reconhecimento maior que a deterministica

— Contudo, automatos com pilha deterministicos possuem
implementacao eficiente

Os autbmatos com pilha reconhecem a classe de linguagens
livres de contexto
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Arquitetura de um Automato com Pilha

e Aarquitetura é similar a de um autémato finito, mas contém

adicionalmente uma pilha

— A pilha é dividida em células, onde cada uma comporta
apenas um simbolo

— O cabecote de leitura da pilha sempre aponta para o topo

ay|a- a; . ap,
U
controle @
+
5| <D

bl

1)2

b n

fita de leitura apenas, unidirecional

registrador com estado atual

topo da pilha
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Transicoes de um Autdmato com Pilha

Suponha um Autémato com Pilha com

E: conjunto de estados

2.: alfabeto de entrada (da fita)

I': alfabeto da pilha

— Cada transicao é da forma

Dica: a e/ou b
podem ser A

o(e,a,b)=|e',z]
ondee,e'EE,a€XU{A},bETU{A}ezET

— Representado pelo diagrama de estados

@=2-@
e e

-

Do estado e, se o simbolo na fita é a
e o simbolo no topo da pilha for b,
ha uma transicao para e’, onde b é

desempilhado e z empilhado

)
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Exemplo

e Seja o conjunto EA das expressoes aritméticas com parénteses e
as operacoes de soma e subtracao, definido recursivamente por

a) t€EEA;
b) sex,y € EA, entao (x) EEA, x+yEEAex-y€EEA

('/\/X )’X//\ Alfabetos:
t, A/ A c X=1{t,(,),+ -}
ap @ c T={X}
oA/ — A/

t representa expressoes aritméticas mais basicas,
como numeros inteiros ou de ponto flutuante




Computacao
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e A configuracao instantanea de um automato com pilha é dada por

le,w, p]

onde e é o estado atual, w é o restante da palavra de entrada,

epéapilha(p el

 Exemplo para (¢ - (t + 7))

lap, (t —

(,A/X
t, A/

ap )

~

A=, A/

), X/\
()

(t +t)), Al

T T T T T T T T T

ap, t—(t*t , X
fp, —(t + 1)), X]
'up (t +t)) \]

upt+t , X X]

fp +t)), X X]
ap,t) _,\ X]
fp,)), XX]
fp.), X]

fp, A A



Critérios de Reconhecimento

Um autémato pode parar
— sem consumir toda a palavra de entrada

lap,t), Al F [fp, ), A]

— em um estado final com a pilha nao vazia

lap, (t, A F [ap, t, X]
= [fp, A X]

Um automato com pilha reconhece uma palavra se
— A palavra é totalmente consumida
— A maquina para em estado final

— A pilha termina vazia
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Um Exemplo Estranho

Considere o autdomato com pilha com £ = {1}, ' = {X}, com
diagrama de estado mostrado a seguir

)\,)\/X

— Para toda palavra {1}", o autémato com pilha ndo para

[0,1,A\] F[0,1, X] F [0, 1, XX]...

Para a entrada A:
1) A maquina para ou nao?
2) E reconhecida ou n3o?
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Transicoes Compativeis

Para que haja determinismo, nao pode haver duas transicoes
o(e, a, b) e 0(e, a', b') definidas para uma mesma configuracao
instantanea

Sejad : Ex (XU {A}) x (I"U {A}) — E x I'*, as transi¢des
d(e, a, b) e 0(e, a', b') sao

— Transicoes compativeis se e somente se
(a=a'oua=Aoua'=A)e(b=b'oub=Aoub' =21)
— Transicoes incompativeis se e somente se

(axa'eazleda ZA)ou(b#b'eb#heb #A)

Qual é mais facil
de entender?
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Automato com Pilha Deterministico

Um autdmato com pilha deterministico (APD) é uma séxtupla
(E, %, I, 9,1, F), onde

— E é um conjunto finito de um ou mais estados

— X é o alfabeto de entrada

— I’ é o alfabeto de pilha

— 0 é uma fungado parcialde E x (X2 U {A}) x (I" U {A})
para E X I'*, sem transic0oes compativeis

— i € E é o estado inicial

— FCEE é o conjunto de estados finais
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Linguagem Reconhecida por APD

e SejaumAPDM=(E, %, T, 4,1, F), arelagdo - C (E x T*x T'*)?
étalque, Vee’'€E,a€X U {A},beET U {Alex€eTI™

Vy eX*, z€I™: [e, ay, bz] F [e, y, xz] <> d(e, a, b) = [e’, X]
* Alinguagem reconhecida pelo APD M é dada por

LM)={weX|[i,w,A\] F[e,\L,\]ee €F}

k
A relacao I é o fecho
transitivo e reflexivo de +




Exemplo

e L={a"b"|neN}

a, \/X b, X/

B

— APD M = ({a, b}, {a, b}, {X}, 0, a, {a, b}), onde as
transicoes 6 sao dadas por

8(a9 a) )\‘) = [a7 X:
o(a, b, X) =[b, A
(b, b, X) =[b, A
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Outro Exemplo

« L={we€{0,1}"|ondmero de Os é igual ao nimero de 1sem w }

0,\/ZF 0,2/ZZ
1, \/UF |
AN\ ’ 0,U/A
igual dif U/
N \F/\ 1,U/UU
| 1.Z/X

Esse APD utiliza uma
técnica para marcar o

fundo da pilha (F)
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Mais um Exemplo

« L={0"1"%|m>n)

0, \/X 1,X/\

)\’ X/)\ [deado: APD nao é capaz de}

reconhecer { 01" | m>n }
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Automato com Pilha Nao Deterministico

Um autdémato com pilha ndo deterministico (APN) é uma
séxtupla (E, X, I, o, I, F), onde

— E, X, I' e F sao como em APDs

— 0 é uma a fungao parcial de E x (X U {A}) x (I' U{L})
para D, sendo D constituido dos subconjuntos finitos de
ExI”

— I<E é o conjunto de estados iniciais
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Linguagem Reconhecida por APN

Sejaum APN M= (E, %, T, 0, I, F), a linguagem reconhecida pelo
M é dada por

L(M)={w€2ﬂ[i,w,?»]Ii[e,k,K] paraalgumi€lee € F }



DECOM

Um Mesmo Exemplo

« L={we€{0,1}"|ondmero de Os é igual ao nimero de 1sem w }

0,\/Z
1,\/U
. ' , 0,U/\
dif O
ol

Nao foi preciso marcar Tem jeito de
o fundo da pilha fazer melhor?




DECOM

Um Mesmo Exemplo

« L={we€{0,1}"|ondmero de Os é igual ao nimero de 1sem w }
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Exemplo de Palindromo
e L={we{0,1}"|w=nwk}
0,\/0 0,0/\
1,A/1 1,1/A
E possivel reconhecer essa
‘@ \ /\//\ =@ [ linguagem por APD? J
0, \/\
1, /)

— se |w| for par, é percorrida a transi¢ao de 1 para 2 sob A
— se |w| for impar e o simbolo do meio for

* 0, é percorrida a transicao de 1 para 2 sob O

e 1, é percorrida a transicao de 1 para 2 sob 1
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Critérios de Reconhecimento

Sejaum APNM=(E, %, I, 0, I, F), a linguagem L(M) pode ser
reconhecida usando os seguintes critérios

— Por estado final

Le(M) ={w€eX" | [i, w,A] F[e, A\, V],
ondey €I, ee € Fparaalgumi€el}

— Por pilha vazia

L(M)={weZ|[iw,Al F[e, A\, A] paraalgum i€}



Exemplo

e L={0"I"| m>n}, por estado final

0, \/X 1, X/

@ X/ @

o L={0"1"| m<n}, por pilha vazia

< >~
—~—I—
> >

—_

0, \/X

1,0/
Sommtl
a

©s
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Equivaléncia de Critérios de Reconhecimento

Seja L uma linguagem, as seguintes afirmativas sao
equivalentes

a) L pode ser reconhecida por estado final e pilha vazia
b) L pode ser reconhecida por estado final

c) L U {A} pode ser reconhecida por pilha vazia

Sera demonstrado que as seguintes
transformacdes sao possiveis:

(a) = (b), (b) > (c) e (c) > (a)

DECOM
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(a) - (b)

* SejaumAPNM=(E, X, T, 9, 1, F), é possivel obter um APN M’ tal
que Lg(M") = L(M)

M= (EU{i’, g}, X, TU{F}, 0°,{i '}, {g})
e ig¢E e Fegrl
e 0’ ¢ como O, mas com as transicoes
o Vi, €L, &1, A, A) = {[1, F]}
0 VEEF, 8'(f, %, F) = {[z, M}
M

() 1)
A ideia é utilizar um /\& S F/A
simbolo para marcar : : @

o fundo da pilha /\%\ T A F/A




(b) = (c)
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Sejaum APNM = (E, 2, T, §, |, F), é possivel obter um APN M’ tal

que L,(M’) = Le(M)U {A}

M’ = (EU{i’, g h}, =, TU{F}, & ,{i"})

c i,gh&€E e F&l

e O’ ¢ como 9O, mas com as transicoes

 Vi,€L,0°(1’, A, A) = {[1,, F]}
* VEEF, 8'(F, 1, F) = {[g, Al}

« VXe€T, 0’(g, A, X) = {[g, A}

* o(g, A F) = {[h, A}

M

/\., )\/F
/
.

AN/

()

o)

(8]
/

A\ X/AVX el

AT A i
OO

N A/




(c) > (a)

Um APN que reconhece por pilha vazia € um APN que
reconhece por pilha vazia e estado final, basta considerar

todos seus estados como estados finais

L(M’) = LAM)

SeM=(E,2,I,0,]),entaoM’=(E,2, I 0,1 F)
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