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Representacao

e Para resolver um problema computacional, deve-se representar as
entidades envolvidas

— Constituida por uma sequéncia de simbolos
V Empregados
> Horas Trabalhadas

Remuneracao

Més

Ano

Empregados =

Horas Trabalhadas Total da Folha

Programa

[ Saida ]

Modelado como
sequéncia de simbolos
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Representacao

* E Gtil considerar entre a entidade representada e a sequéncia de
simbolos que a representa, um terceiro elemento: o modelo

matematico

Entidade Modelo matemadtico Representacao

mes numero inteiro no um dos caracteres 1, 2, 3
intervalo [1,12] 4,5,6,7,8 9,0, AouB

remuneracao  numero real positivo  numero real na base 10

presenca vetor de nimeros, um sequéncia de numeros
para cada dia do més reais na base 10

FP relacao tabela de sequéncias de

simbolos ¢/ nome, saldrio, etc.
calculo de FP  algoritmo programa,
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Prova de Teoremas

O objetivo de uma prova € mostrar, sem deixar margens de duvida,
gue determinada afirmativa é verdadeira

Uma prova pode ser direcionada para o tipo de leitor para o qual
ela é construida

— Explicitar todas as hipoteses
— Definir todos os passos de inferéncia

— Em geral, grande e ilegivel
Alvo: Computadores

— Pode fazer referéncia a resultados
conhecidos, sem prova-los novamente

— A prova é informal, mas assegura certo
Alvo: Especialistas rigor e relativa clareza
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Prova de Teoremas

Em sintese, quando se escreve uma prova para pessoas lerem, ela
deve ser informal, e seu estilo e detalhe devem depender da
audiéncia intencionada

Normalmente expressa em lingua natural (no nosso caso
portugués) intercalada com algum formalismo matematico

— Contudo, o vocabulario empregado é normalmente limitado
para evitar ambiguidades

Algumas palavras e expressdes que ocorrem com frequéncia
possuem um significado padrao

— Exemplos: se...entao, contradicao, portanto...
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Prova de Teoremas

* Dentre os termos utilizados em provas, destacam-se aqueles para
0s conectivos ldgicos

— Negacao: — (ndo) — Condicional: — (se...entdo)
— Conjuncao: A (e) — Bicondicional: < (se e somente se)
— Disjungao: V (ou) — Quant. Universal: V (para todo)

— Quant. Existencial: 3 (existe)

Negacao Disjuncao Bicondicional
a| ~a a [laVvp a fla—pf
V| F Conjuncao vV V| V Condicional vV V \Y
F| V o Blanp vV F \Y a Bla—B vV F F
v vl v |FEVI VIvvVv[ Vv ||[FV] F
vrl rp FEFILF Jlvel 7 [[FFV
F V| F F V \Y
F F F F F \Y




DECOM
Prova de Teoremas
Sejam as seguintes afirmativas:
e ¥ 3 L p——— > F
— 28 UM NUMEIO PAr = = = = o o o o o >V
— 28 UM NUMEIO PriMO = m m m m o o o o > V|
— todo nimero é um quadrado perfeito === wmmmmm === > F |

Responda para as seguintes afirmativas se sao verdadeiras ou falsas
— 2 é um numero par A 2 € um numero primo

— (0>1) A 2 € um numero primo

— (0>1)V 2 éum nimero primo

— 2 éum numero par — todo numero é um quadrado perfeito
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Prova de Teoremas

» Afirmativa valida: Verdadeira para todos os valores-verdade de
suas subafirmativas

— Exemplos
* oV a
*a—a
aV (o — p)
P(a) — IxP(x)
VxP(x) <> —3x—P(x)



Prova de Teoremas

Contradicao: Falsa para todos os valores-verdade de suas
subafirmativas

— Exemplos
* al—a
* a > a
*(@aN(a—=P) NP
* P(a) A —3xP(x)
* VxP(x) A Ax —P(x)

DECOM
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Prova de Teoremas

Equivaléncia légica: o = 3 se o valor-verdade de o e § € o mesmo
para todos os valores-verdade de suas subafirmativas

— Exemplos

caVP=pVa
aV (pAy)=(aVp)A(aVy)
~(aAp)="aV p
ca—>pf="aoV]p
0o B=(a— P AP o)
—VxP(x) = Ax—P(x)



Prova de Teoremas

* Regras de Inferéncia
— Exemplos

a
a—f
p

a—f

p

(04

-avpf
p
a—p
p—>y

o—Y

Relacao entre = e —:
Sel'U {a} > f,entaol ' > a— p

DECOM



Técnicas de Prova

* Algumas técnicas de prova:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

Direta

Pela contrapositiva
Para a universal

Por contradicao

Por construcao

Por analise de casos
Para bicondicional

DECOM
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Técnicas de Prova (1)

* Prova direta

Prova direta

— Exemplo
* né par — n?é par

Prova: Suponha que n é um natural par. Neste caso, n = 2k para
algum nimero natural k, e n?> = (2k)?> = 4k* = 2(2k?). Logo, n? é par.
Conclui-se que, se n é um natural par, entdo n? é par.
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Técnicas de Prova (2)

* Prova pela contrapositiva

Prova pela contrapositiva

— Exemplo

* n?n3o é par — n n3o é par

Prova: No exemplo anterior foi utilizado implicitamente um
resultado relativo ao quantificador universal. Tal resultado é: se
I' = P(a) e andao ocorreem I, entao I' = VxP(x).
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Técnicas de Prova (3)

* Prova para a universal

Prova para a universal

— Exemplo
e Vn € N (n é par — n? é par)

Prova: Seja n um numero natural arbitrario. Suponha que n é par.
Neste caso, n = 2k para algum nimero natural k, e n*> = (2k)> = 4k* =
2(2k?). Logo, se n é par, n* é par. E como n € um natural arbitrario,
conclui-se que Vn € N se n é par, entdo n? é par.
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Técnicas de Prova (4)

* Prova por contradi¢ao

Prova por contradicao

— Exemplo
e Existe uma infinidade de numeros primos

Prova: Suponha que existe uma quantidade limitada de numeros primos pi, p,, ..., p,, para algum
natural n. Seja o numero k= (p;p, -'p,) T 1. Ora, tal nUmero nao é divisivel por nenhum dos numeros
primos pi,ps,....Pn. LOgo, k é divisivel por algum outro primo diferente de py, p,, ..., p, Ou entdo k é
primo. Em qualquer destes dois casos, tem-se a existéncia de um primo diferente de p,, p», ..., € p,.
Isto contradiz a suposicao original de que existe uma quantidade limitada de nimeros primos. Logo,
existe uma infinidade de nimeros primos.
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Técnicas de Prova (5)

* Prova por construc¢ao

Prova por construcao

— Exemplo
* Vn €N, 3k € N, tal que n tem k divisores distintos

Prova: Seja um numero natural arbitrario n. Pelo resultado do
exemplo anterior, existem »n primos py, p,, ..., p,- Ora, um numero
natural com n divisores distintos seria pp,...p,,.
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Técnicas de Prova (6)

* Prova por analise de casos

Prova por analise de casos

— Exemplo
* Vx,yER, min(x, y) + max(x, y) =x+y

Prova: Sejam x e y dois numeros reais arbitrarios. Serdao considerados cada um destes trés casos.
— Parax <y: min(x, y) = x e max(x, y) = y.
— Parax =y: min(x, y) = max(x, y) =x = y.
— Parax > y: min(x, y) = y e max(x,y) = x.

Em qualquer um dos trés casos, min(x, y) + max(x,y) = x + y. Portanto, min(x,y) + max(x,y) =
X + y para quaisquer numeros reais x e y.
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Técnicas de Prova (7)

* Prova para a bicondicional

Prova para a bicondicional

— Exemplo
* Vn € N (n é par — n? é par)

Prova:

(=) Suponha que n é par. Neste caso, n = 2k para algum nimero natural k, e n> = (2k)? = 4k?> = 2(2k?).
Logo, se n é par, n? é par.

(€) A prova sera feita pela contrapositiva. Para isto, suponha que n é impar. Neste caso, n = 2k+1 para
algum nimero natural k, e n? = (2k+1)? = 4k*+4k+1 = 2(2k*+2k)+1. Logo, se n é impar, n? é impar.
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Conjuntos

Abstracao matematica que captura o conceito de uma colecao de
objetos

> Objetos de um conjunto sao
’—

e chamados de elementos ou
-==% membros

— Notacao
 a € A: objeto a pertence a A
* a & A: objeto a nao pertencea A
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Conjuntos

 Exemplos

— Conjunto de objetos homogéneos

{ mercurio, vénus, terra,
marte, jupiter, saturno,
urano, netuno, plutao }

— Conjunto de numeros, planetas e conjuntos
{ 10, marte, {0}, {terra, 1, 2, 3} }

— Equivaléncia de conjuntos

{1,2}={2,1}={1,2,1}={2,1+1,2-1, |sqrt(4)| }



Conjuntos

Tipos de conjuntos
— Conjunto vazio (@)
— Conjuntos unitarios, finitos, infinitos
— Conjunto dos niumeros naturais (N)
— Conjunto dos numeros inteiros (Z)
— Conjunto dos numeros reais (R)
— Conjunto dos numeros racionais (Q)

NotagOes importantes
— {x|Px)} mp {k|k=2n+1en€N}
— {XEA|Px)} mp{keER|0<k<1}

DECOM
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Conjuntos

* Relacdes entre conjuntos

B — Subconjunto
A € B se esomente se Vx(x €A — x € B)
— Subconjunto préprio
AcC Bseesomentesed S BeAd=B

— Exemplos
cCA
e DcAecAFHOD
N/ Nea()



Vi,

DECOM

Conjuntos

Operagdes sobre conjuntos

Unido Intersecao

,,,,,,,,,,
~~~~~

%

S, -

~~~~~~~~~~
______________

AUB={x1xE A ou x € B} ANB={x1xEAexEB)

Diferenca Complemento

A-B={x1xE A ex& B}



Conjuntos

Conjuntos identidade

- AUB=BUA
- ANB=BNA
—- AUBNC)=(AUB)N(AUCQ)
- AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
- AUB=ANB
- ANB=AUB
—- A-B=ANB

DECOM



Conjuntos

Igualdade de conjuntos
A=BseesomentesedA S BeBCA4
— Exemplo

c ANBUC)=(ANB)UUANC)

Conjuntos disjuntos
A e B sdo disjuntos se e somentese AN B=0

— Exemplos
«{0,2,4}e{1,3,5}
cPed
cde A
e A-BeB—A4

DECOM
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Conjuntos

* Unido de n conjuntos
LJA =4 U4 U--UA
i=1

* Interse¢ao de n conjuntos

(A =ANAN--NA
i=1

* Particao

Particao de um conjunto




Conjuntos

e Conjunto poténcia de 4

P(A) ={X| XS4}

— Exemplo
* Qual o conjunto P({1,2,3})?

 Notacao para numero de elementos de 4

4

— Exemplos

0| =0
(0,1,2,{1,2,3,4,5}}| = 4
P(A4)| = 2IAl

DECOM



Conjuntos

Produto cartesiano de dois conjuntos
AxB={(ab)la€EAeb€EB}
— Exemplos
* Ox{1,2}=0
* {1,2} x{1,2} ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}
* |[AxB|=|A[]|B]

DECOM
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Relacoes

Uma relagao de n argumentos sobre os conjuntos 4, 4,, ..., Ay €
um subconjunto de A; x A, x ... X Ay

— Relacoes de dois argumentos sao relagoes binarias
— Relacoes de trés argumentos sao relagoes ternarias

— e assim por diante

Exemplos

— Relagao binaria: <€ Nx N  — Relacdo bindria:R€ A4 x B
e Dominio: N * Dominio: A
e Contradominio: N * Contradominio: B
* Imagem: N — {0} * Imagem:

{ v | (x,y)ER para algum x}

Notacao: (X,y) € R € o mesmo que xRy



Relacoes

Propriedades de uma relacao binaria

— Reflexiva: Vx € A [xRx]

— Simétrica: Vx,y € A [(xRy — yRx)]

— Transitiva: Vx,y,z € A [(xRy e yRz) — xRz]

As relacdes abaixo sdo reflexivas, simétricas e/ou transitivas?
1) <sobreN
2) <sobre N
3) < sobre P(N)

DECOM

Como é arelacao é
irmao de?

|
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Relacoes

A relacao é irmao de sobre o conjunto de pessoas do mundo

— Nao é reflexiva: uma pessoa nao é irma de si mesma

— E simétrica: se fulano é irm3o de beltrano, entdo beltrano é
irmao de fulano

— Nao é transitiva: quando fulano é irmao de beltrano, beltrano é
irmao de fulano (simetria), mas fulano nao é irmao de fulano
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Relacoes

Relacao de equivaléncia é uma relacao binaria reflexiva, simétrica
e transitiva

— Uma relacao de equivaléncia R sobre um conjunto 4 divide 4
em classes de equivaléncia que formam uma particao do
conjunto 4

Exemplos
— (mod n) = { (x,y) E N>|xmod n=y mod n }
— A={(p,q) € P|p e g fazem aniversario no mesmo dia }
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Relacoes

O fecho reflexivo de uma relacago R € 4 X A é arelacao S tal que:
— RCS

— S é reflexiva

— seRC TeTéreflexiva,SET

Os fechos simétricos e transitivos
sao analogos ao fecho reflexivo

Qual o fecho
— reflexivo de <?
— simeétrico de <?
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Funcoes

Uma fungao parcial f: 4 — B € uma relagdo binariaf S 4 x B
tal que:

—se(x,y) Efe(x,z) Ef,entaoy =z

Notagdao comum: (x,y) € f € o mesmo que f(x) =y

DECOM



Funcoes

Tipos de funcoes

— Fungao indefinida: se ndo existe y tal que f(x) =y

— Fungao total: se para todo x € A existe f(x) =y; ou
seja, uma funcgao total f: 4 — B € uma func¢ao parcial
definida para todo argumento x € A

* +: Nx N — N (Fungao total)

* /: Nx N — N (Fungao parcial)
— Funcao de n argumentos:

f:A4; xA,%x... XA, — B

Nota¢cdao comum: f(a,, a,, ..., a,)

DECOM
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Funcoes

* Sejam duas fungbes f: 4 —>Be g:C—D,a
composicaode geféafungaogof: A — D tal que

g(f(x))  sefédefinida parax e g é definida para f{x)

indefinido caso contrario

gOf(x)={



Funcoes

Exemplo de composicao de funcoes
— Sejam:
e f:Z— Ntalquef(n)=|n+1
cg:N—>Ztalqueg(n)=1-n
— Entao:
cgof:ZL— 7
(gof)n)=g(fn))=g(n[+1)=1-(n[+1)=—n

*fog:N—N
(fog)n)=fgmn)=A1-n)=|I-nl+1

DECOM
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Funcoes

* Uma fungao total f: 4 — B é

4 \ B
‘ 5e \\ Injetora: se Vx,y [x=y— f(x) = f()’)]
81 /) — Ex:f : N — N talquef(n)=2n

Sobrejetora: se B é aimagem de A

A W N 2
N

— Ex.:g:Z— N talqueg(n)= Inl

B . L. :
= If Bijetora: se € injetora e sobrejetora
- 81 — Ex.:f:Z— N talque

on se n=0

f(n)={ —~2n+1) se n<0
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Conjuntos Enumeraveis

* Para determinar se dois conjuntos
finitos 4 e B tém o mesmo tamanho,
basta "contar" o numero de elementos
de cada e verificar se o valor bate

N\ 7~ \B -+ Umaoutraabordagem seria
- 25 determinar se existe uma fungao
- 81 bijetora de 4 para B (ou vice-versa)

144

E se o conjunto
for infinito?




DECOM
Conjuntos Enumeraveis
A nocao de "tamanho" dos conjuntos pode ser substituida pela

nocao de cardinalidade que permite uma util hierarquizacao dos
conjuntos infinitos

O conjunto de métodos é maior
gue o conjunto de programas?

— Dois conjuntos tém a mesma cardinalidade card(4) = card(B)
se existe uma funcao bijetora de 4 para B

* Para conjuntos finitos: card(4) = ||
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Conjuntos Enumeraveis

O conjunto dos numeros naturais € infinito
a. N—{0}cN
b. f:N— N— {0} tal que f(x) =x + 1 é uma fungao bijetora

Considere um outro conjunto infinito dos numeros naturais pares P

— Faz sentido dizer que N> P ja que N possui todos os elementos
de P mais os elementos impares

— Contudo, existe uma funcgao bijetora f: N — P, onde f(x) = 2x

Como a cardinalidade dos dois conjuntos
€ a mesma, eles sao equivalentes




C? DECOM

Conjuntos Enumeraveis

 Um conjunto é enumeravel se tem a mesma cardinalidade do
conjunto N

— Um conjunto é dito contavel se é finito ou enumeravel
— Caso contrario € um conjunto incontavel

[ card(4) = card(N) }

 Exemplos

— O conjunto de numeros naturais pares é enumeravel; analogamente
0 conjunto de numeros naturais impares também é enumeravel

— Afungado f: N — Z aparentemente maior que N tem a mesma
cardinalidade de N

x/2 se x € par
—(x+1)/2 sexéimpar

J(x)=



DECOM

Conjuntos Enumeraveis

O seguinte teorema pode facilitar a demonstracao de que
determinados conjuntos sao contaveis

Teorema: As seguintes afirmativas sao equivalentes
a. O conjunto 4 é contavel
b. Existe uma funcao injetora de 4 para N
c. A= ouexiste uma funcao sobrejetora de N para 4
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Conjuntos Enumeraveis

Exemplo: O conjunto dos racionais positivos (OP) € enumeravel

1 2 3 4 5 ~ .

Funcdo: ¢: N —= QOP
O o@ / ’g ’6 m g g . . Q
1 ,2' L ar gk)y=i/j
2 ‘_,5' 8 B ‘ L5 Coluna
3 9’ 1’3 |:> nimeros Linha
4 ;_«]'4 naturais > Valor

f@,p=>G+)a+j-1/2+i

L E bijetora, portanto
QP é enumeravel
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Conjuntos Enumeraveis

Além do teorema anterior, os seguintes resultados também podem
ser Uteis para determinar se um conjunto é ou nao é contavel

Sejam A e B conjuntos contaveis:
a. Paratodo Ctal que C c 4, C é contavel
b. A X B é contavel

c. AU Beécontavel

E como sao formados os
conjuntos incontaveis?
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Conjuntos Enumeraveis

DECOM

 Um conjunto incontdvel, em certo sentido, tem tantos elementos que
e impossivel construir uma funcao bijetora dos naturais para ele

— A técnica utilizada na demonstracao que um conjunto é incontavel
é conhecida como Diagonalizacao de Cantor

Prova por Contradigao

S = {Co, Cl, CZ }

C. CP(N)

—> [ €N

€ ou ¢

€ ou ¢

€ ou ¢
€ ou ¢
€ ou ¢

(Ciak) =

€ou¢

2
€ou ¢
€ou ¢

€ou¢
€ou ¢

€ou ¢

3
€ ou¢
€ou¢
€ou¢

€ou ¢

€ou¢

"e"sekeC,
||¢|| Sek%Ci
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Conjuntos Enumeraveis

Outro exemplo: o conjunto de todas as fungcdes nao é contavel

Prova por Contradigao

DECOM
0 1 2 3
fo |10 fo(1)  fo(2)  fo(3)
fi] 10) A1) fi(2)  £i(3)
fo| £(0)  fo(1) |[fa2)] fa(3)
[0)  f3(1)  fs(2) | f3(3)

f3
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Conjuntos Enumeraveis

Aplicacao de conjuntos enumeraveis: suponha que vocé esta em uma
prisao e que o carcereiro |lhe prop6s o seguinte acordo:

Neste envelope selado esta escrito um valor.
A cada dia lhe concederei uma e somente
- uma chance de adivinhar qual valor é este.
\ ‘% | 211 Quando vocé acertar, estarda livre.

Supondo que tanto vocé quanto o carcereiro sao imortais, qual
estratégia permitira sua liberdade quando o valor n no envelope for:

* neN?

c nE7? Dica: outra aplicacao no paradoxo
do hotel infinito de Hilbert:

*n€NXN? https://youtu.be/Uj3 Kqgkl9Zo

* n € P(Z"), n éfinito?


https://youtu.be/Uj3_KqkI9Zo
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Definicdes Recursivas

Conjuntos enumeraveis podem ser definidos através de uma
definicao recursiva (ou indutiva)

Uma definicao recursiva especifica como um conjunto contavel pode
ser gerado a partir de um subconjunto dele aplicando-se
determinadas operacdes um numero finito de vezes

Definicao recursiva de um conjunto A tem trés partes:
a) base: especificacdo de um conjunto base B € 4

b) passo recursivo: obter elementos de 4 a partir de
elementos do proprio A

c) fechamento: sé pertencem a A os referidosem a) e b)
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Definicdes Recursivas

Definicao recursiva do conjunto dos numeros naturais (V)
a) 0eN
b) sen €N entdo succ(n) € N

c) soé pertence a N o nimero que pode ser obtido de acordo com a)
eb)

Defini¢ao recursiva da fungao fatorial (f: N — N)
a) fat(0)=1
b) fat(n)=n xfat(n — 1), paran=1



Definicdes Recursivas

Definicao recursiva da funcdao soma (+ : N x N — N)
a) nt+0=n,paratodon €N
b) m + succ(n) = succ(m + n), para todo m,n € N

Definicao recursiva da linguagem LP da légica proposicional
a) cada varidvel proposicional pertence a LP
b) seaef pertencem a LP, entao pertencem a LP:
* —q
* aAp
* aVp
¢ a—f

o OCHﬁ

DECOM
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Inducao Matematica

e O principio da indu¢ao matematica sera amplamente utilizado para
provar resultados durante o curso

e Esse principio espelha a definicdao recursiva dos numeros naturais (V)

Principio da Indugcao Matematica

( Conhecida como Indu¢ao Fraca ]
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Inducao Matematica

Utilizando tal principio, pode-se provar por inducao sobre n que uma
propriedade P se verifica para todo numero n € N, em trés passos:

a) base dainducao: provar que P se verifica para 0

b) hipdtese de indugao: supor que P se verifica para n, onde n é
um numero natural arbitrario

c) passo indutivo: provar que P se verifica paran + 1

Exemplos
- X 2F=2""-1
- 2 k=nn+1)/2

— n!>2" paratodon=>4
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Inducao Matematica

e Existe uma versao do principio de inducao, e consequentemente no
formato da prova, que pode ser mais facil/conveniente de ser usada
em algumas circunstancias

Principio da Indu¢cao Matematica

{ Conhecida como Indugao Forte J
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Inducao Matematica

Uma prova por inducao baseada no principio de inducao forte teria os
seguintes passos

a) hipotese de inducgao: supor que P se verifica para todo
k < n, onde n € um numero natural arbitrario

b) passo indutivo: provar que P se verifica para n

Exemplo

— Seja a seguinte funcao:
FO)=1 -
F(n)= (Ei=o F(z)) +1

— Mostrar que F(n) = 2"
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Grafos

Um grafo é umpar G=(V, A)
— FV é um conjunto de vértices; e
— A é um conjunto de arestas
Um grafo pode ser dirigido ou nao dirigido

C% +(D) e G@Grafo dirigido: arestas sao pares ordenados
-~ — Veértices: {A,B,C,D, E, F}
@ F

— Arestas: {(B,B), (B,C), (B,D), (D,E), ...}
C B ( Bolivia } {Brasil )

Grafo nao dirigido: arestas sao pares

nao ordenados Paraguai

— Vértices: {Brasil, Bolivia, ...}
— Arestas: {(Bolivia, Chile), ...} (Argentina ) (Uruguai)
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Grafos

Um grafo pode ter rétulos associados as suas arestas e/ou vértices

Um grafo dirigido rotulado é uma tripla G=(V, 4, R)
— V' é um conjunto de vértices; e

— A é um conjunto de arestas rotuladas; e Grafo nao dirigido
rotulado é analogo

— R é um conjunto de rétulos

3
9 ;IEbB © e Grafo dirigido rotulado:
. — Veértices: {a, b, ¢, d, e, f}
6 — Arestas: {(a,b,4), (a,b,9), (b,b,3), ...}
— Rétulos: {3,4,5,6,7, 8,9}

g
(D5
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Grafos

Alguns conceitos importantes de grafos
— Grau de um vértice: numero de arestas incidentes ao vértice
* Grau de entrada: numero de arestas entrando em um vértice
* Grau de saida: numero de arestas saindo de um vértice

— Caminho de a para b: sequéncia de vértices e arestas
VX VXV, v, X, v, tal que
*vp=aev,=b

* xX; = (Vi )
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Grafos

* Alguns caminhos importantes
— Caminho nulo: caminho de comprimento zero
— Caminho fechado: aquele em que v, =v,

— Ciclo: caminho fechado sem vértices e arestas repetidos,
excetov,e v,

— Laco: ciclo de comprimento um
— Caminho simples: caminho sem vértices repetidos

e Alguns grafos importantes
— Grafo aciclico: grafo sem ciclos

— Grafo conexo: aquele em que existe caminho de qualquer
vértice a qualquer outro



Grafos

 Uma arvore é um grafo aciclico conexo

* Uma arvore com raiz é uma tripla 7= (V, A4, r) tal que

({v}, @, v) é arvore

se(V,A,r)éumaarvore,ve Vev' &V, entao
(Vu {v, 40 {(v,v")}, r) éarvore

nada mais é arvore __,/'*E"\
/n’ By
\E‘i/' ?,\ € 4 '\_f_/'

DECOM
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Terminologia associada a arvores

— Filhos, pais, irmaos, descendentes, ancestrais

— Vértice interno, folha
— Nivel de um vértice, altura da arvore

— Arvore dirigida, drvore ordenada

DECOM
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Linguagens Formais

 Uma linguagem formal, ao contrario de uma linguagem natural, é
tal que:

a) Tem uma sintaxe bem definida, de tal forma que, dada uma
sentenca, € sempre possivel saber se ela pertence ou nao a
linguagem

b) Tem uma semantica precisa, de forma que nao contém
sentencas sem significado ou ambiguas

S3ao uteis na matematica, e areas que utilizam matematica como
ferramenta, como fisica, quimica, engenharias e computacao

 Exemplos

— Linguagens como Java, C, Pascal, HTML, ...
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Linguagens Formais

Toda linguagem possui um alfabeto (X) associado

— Um alfabeto é um conjunto finito nao vazio de elementos
(simbolos)

Uma palavra sobre um alfabeto é uma sequéncia finita de simbolos

— Existe uma palavra vazia, constituida de zero simbolos,
representada por A

Uma palavra tem um tamanho representado pelo numero de
simbolos que a compoem

— Uma palavra x tem tamanho |x| e [A| =0
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Linguagens Formais

Dois exemplos de alfabetos particularmente importantes
- I'={0,1}
e Palavras: 0, 1, 10, 11, 100, ...

» Aplicagao: representar qualquer niumero natural (n), usando
codificacao em base 2

* Tamanho de n: |log,n|+1

- X={1}
e Palavras: A, 1,11, 111, 1111, ...

e Aplicagao: também representa qualquer numero natural (n),
representada por | 7 |

* Tamanhoden:|n |



Linguagens Formais

* a" designa n a's em sequéncia

— Exemplos
- 1°=24
- 0% =0000

e 1°01° =111011

« X é o0 conjunto de todas as palavras sobre X
— Exemplos
« {1} ={A, 1, 11, 111, ..}
. {0,1} ={A, 0, 1, 00, 01, 10, 11, ...}

DECOM
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Linguagens Formais
Operacoes sobre conjuntos se aplicam as linguagens

— Sejam as linguagens L, sobre 2, e L, sobre 2,
« L, UL, é uma linguagem sobre 2, U 2,
« L, ML, éuma linguagem sobre 2, M2,
e« L. — L, éumalinguagem sobre 2,
. fl = Zf — L, é uma linguagem sobre 2,
« P(L,) é um conjunto de linguagens sobre X,
. P(ZT) é o conjunto de todas as linguagens sobre X,



Linguagens Formais

Concatenacado: A concatenacao de duas palavras
X=aa,..a,ey=bb,.b éxy=aqaa,..a bb,..b,
— Sex=001 e y=10, entdoxy =00110
— Aw =wA =w para qualquer palavra w
— x(yz) = (xy)z = xXyz para quaisquer X, ,Z

Reverso: O reverso de uma palavra w =qa,a,...a, €
R
w =aa_,..aq,

n"n-1°

— AR =2, a"=a, (abcaabb)® =bbaacba

R ~ ’ ’
— Sew” =w, entao w & um palindromo

DECOM
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Prefixo: A palavra X € um prefixo de W se w =Xy
— Prefixos de abc: A, a, ab e abc

Sufixo: A palavray é um sufixode w se w=Xxy
— Sufixos de abc: A, ¢, bc e abc

Subpalavra: A palavra z € uma subpalavra de W

se W= XxZy

— Subpalavras de abc: A, a, b, ¢, ab, bc
e abc

DECOM
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Linguagens Formais

« Duas linguagens L, e L, podem ser concatenadas para
formar uma nova Iinguagem LL, ={xylx E LeyEelL,}

=5} e

— Considere as
L,={0ylyE€{0,1}'}
+ OL, =
* {A}Ll =
L L =
« LL,=
* L,L, =
* L)L, =
« L' designa LL...L (n vezes)

)
[" =
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Linguagens Formais

« Duas linguagens L, e L, podem ser concatenadas para
formar uma nova Iinguagem LL, ={xylx E LeyEelL,}

=5} e

— Considere as
L,={0yly&{0, 1} }
c OL =0
. {)L}L1 =L,
=10}

= 6 e o sexto simbolo é 0}

>6 e w comegacom(}
* L,L,={0yly&€{0,1}" ey contém no minimo um 0}
e L' designa LL...L (n vezes)
={A}
['=1""'L para n=1

<
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Linguagens Formais

* Fecho de Kleene de L (L*) pode ser definido recursivamente
a) Lel
b) sexEL eyEL entdoxy E L

neN

{L* =-Jr =L0UL1UL2U---={)L}ULULLU---}

* Fecho positivo de Kleenede L é L' = LL
—- L' =L"U{A}

n=1

[U = =L1UL2U---=LULLU--}




Linguagens Formais

Exemplos de Fechos de Kleene
- = e =
- {A} = e {0} =
- {00} =
{00}" =
— {01,1}* =
- {2,00,11} =

DECOM
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Linguagens Formais

Exemplos de Fechos de Kleene
- F ={Ae T"=0
-{Ay ={A} ={A} e {0} ={0"InEN}
- {00} ={weE {0} I|w| épar} e
{00} ={weE {0} I|w| éparen=2}
—{01,1} ={we {0,1}" | todo 0 emw é seguido de 1}
— {2,00,11} ={A,00,11}" ={A}U{00,11}"
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Linguagens Formais

» Exemplos de linguagens sobre o alfabeto X = {0,1}
— O conjunto das palavras que comecam com 07?
{03{0,1}
— O conjunto das palavras que contém 00 ou 117
{0,1} {00,11}{0,1}

— O conjunto das palavras que terminam com 0 seguido de
um numero impar de 1s consecutivos?

0,1V {01} {11}

— Conjunto das palavras de tamanho par gue comegcam com
0 ou terminam com 0?

({0,13{0,1}) N[{0}{0,1}" U{0,1} {0}]



Linguagens Formais

Alguns exemplos mais complicados

— O conjunto das palavras com um prefixo de um ou
mais Os seguido (imediatamente) de um sufixo de 1s
de mesmo tamanho:

{0"1" In =1}
— O conjunto das palavras formadas pela concatenacao
de palavras da forma 0"1"para n=1:

{01 In=1}

k=1

— O conjunto das palavras de tamanho par com as duas
metades idénticas:

{xx|x € {0,1}}

DECOM
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Como uma linguagem sobre um alfabeto 2 é sempre um
] 7 LI 4 7 . * 7

conjunto contavel, ja que é um subconjunto de > que é

enumeravel, pode-se fazer uma definicao recursiva:

a) AEL
b) se x& L entdo Oxl &€ L

Gramatica: formalismo, que permite o uso de recursao,
especialmente projetado para a definicao de linguagens

DECOM



@ ‘ JF_FFT-‘A‘” =y CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA DE MINAS GERAIS

GRAMATICAS

Linguagens Formais e Automatos



DECOM

Gramaticas

O elemento fundamental das gramaticas € a regra

Uma regra é um par ordenado (u,Vv), tradicionalmente
escrito como u — v, onde u e v sao palavras que podem
conter simbolos de dois alfabetos disjuntos

— Alfabeto de variaveis (ndo terminais): simbolos auxiliares

* Ex.I'={A,B}
— Alfabeto de terminais: linguagem definida
* Ex.: 2={0,1}

Exemplo de regra

— 0AB—10A
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Gramaticas

* A aplicacao das regras € chamada de derivagao, onde a
relacao de derivacao é denotada por =

OABBOAB = 10AB0OAB (AplicandoaregraOAB —10A)
—110A0AB (AplicandoaregraOAB —10A)
—110A10A (AplicandoaregraOAB —10A)
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Gramaticas

Uma gramatica é constituida de uma variavel de partida e
um conjunto de regras

— Toda derivacao deve iniciar pela variavel de partida

Nomenclatura
— Forma sentencial: palavra constituida de terminais e/ou
variaveis
— Sentenca: Forma sentencial constituida apenas de
terminais
— Linguagem gerada: sentencas que podem ser derivadas

Notacgdo: L(G) é a linguagem
gerada pela gramatica G
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Gramaticas

Dois exemplos de gramaticas simples

— A gramatica de varidvel P para gerar a linguagem {0}
P—0P
P—A

— A gramatica de variavel P para gerar a linguagem

{0"1"In=0}

P—0P1
P— A
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Gramaticas

Mais um exemplo: uma gramatica mais complexa

— Seja a gramatica G constituida pela varidvel de partida
P e pelas regras

P — aAbc
A — aAbC
A— A
Cb— bC

Cc—cc

[ Qual a L(G)? J
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Gramaticas

* Mais um exemplo: uma gramatica mais complexa
— Uma derivacao

P = aAbc (regra 1)

= abc (regra 3) [ abe € L(G) }

— Qutra derivacao

P = aAbc (regra 1)
= aaAbCbc (regra 2)
= aaaAbCbCbc (regra 2)

= aaabCbCbc (regra 3)
= aaabbCCbc (regra 4) [a3b3c3 € L(G) }
= aaabbCbCc (regra 4)
= aaabbbCCc (regra 4)

= aaabbbCcc (regra5)
= aaabbbccc (regra 5)



Gramaticas
Uma gramatica é uma quadrupla (V,2,R,P), em que

— V é um conjunto finito de elementos denominados
variaveis

— X éum alfabeto (VN X =)

-~ RC(VUX)" x(VUZX) éum conjunto finito de
pares ordenados chamados regras

— P &V é uma variavel conhecida como variavel de
partida

DECOM



Gramaticas

Uma derivacdo pode ser aplicada 7 vezes ( =)

~ n « . .
— Arelacao = pode ser definida recursivamente para
uma gramatica G

0 .
a) x = x paratoda forma sentencial xde GG
n s ~
b) se w=>xuyeu—v éregradeG, entdo
1
W= xvy

Pode ser aplicada também em varios passos
ES . n

— x=y,seexisten=0talque x =y

— x=y,seexisten=1talque x =y

DECOM



Gramaticas

Assim, uma gramatica pode ser definida como
LG ={weET IP=w}

Exemplo de um esquema de derivacao

P = aAbc (regra 1)
LN aa“*A(bC)* be (regra 2, k vezes)
= aa"(bC)" bc (regra 3)

= a""'(bC)"'b°Cc  (regrad)
= a“N(bC)2H’C?c  (regra 4, 2 vezes)

k L
k+lg k+l ~k
=a b C'c (regra 4, k vezes)
— gfHpkHL ok (regra 5, k vezes)

@'’ In=13CL(G) |

DECOM



Gramaticas

Uma mesma linguagem pode ser gerada por inumeras
gramaticas

Duas gramaticas G e (G'sao ditas equivalentes quando

L(G)=L(G")

DECOM



Gramaticas

As regras de uma gramatica podem ser escritas com
uma notacao simplificada

Duas regras com o mesmo lado esquerdo u —v e
u — v' podem ser reescritas como

u—=vlv'

— No exemplo anterior, as regras 2 e 3 poderiam ser
expressas como

A—aAbCIlA

DECOM
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Gramaticas
Considere a gramatica G = (V,2,R, E), onde
- V={E,T,N,D}
— 2 = {+7_9(7)90919293949596a798?9}
— R contém as seguintes regras
E—FE+TIE-TIT
Qual linguagem essa
I'—(E)IN L gramdtica gera? }

N —=DNID
D—O0I111213141516171819
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Gramaticas
Geracao de uma sequéncia de somas/subtracoes de 75
E=FE+T (regra E — E+T)
—F_-T+T (regraE — E-T) Recurs3o 3
= F-T-T+T (regralk—E-T) esquerda
=T -T-T+T (regra E—T)
Geracao de sequéncia de 4 digitos
N = DN (regra N — DN)
— DDN (regra N — DN) Recursdo a
= DDDN (regra N — DN) direita

= DDDD (regra N — D)
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Gramaticas
Derivagao recursiva
E=E+T (regraE—=E+T)
=T+T (regra £ — 1)
= (E)+T (regra T — (E))

A varidvel [ aparece (recursivamente)
na forma sentencial entre parénteses

|

DECOM
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Problema de Decisao

Um problema de decisao (PD) é uma questao que faz referéncia a um
conjunto finito de parametros e que, para valores especificos dos
parametros, tem como resposta sim ou nao

Exemplos de problemas de decisao

— Determinar se o numero 123654789017 é primo
— Determinar se um numero natural n é primo

— Determinar se existe um ciclo em um grafo G

— Determinar se uma palavra w é gerada por uma gramatica G

Quantos parametros
tem cada problema?
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Problema de Decisao

Um problema de decisao tem um conjunto de questdes, uma para
cada combinacao possivel dos valores que os parametros podem
assumir

Uma instancia de um problema de decisao é dar valores especificos
(instanciar) aos parametros de uma questao

Exemplos

— "Determinar se um numero natural n é primo" tem infinitas
guestoes

e Determinar se O é primo, se 1 é primo, ...

— "Determinar se o numero 123654789017 é primo" é constituido
de uma Unica instancia
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Problema de Decisao

Soluc¢ao: Uma solucao para um problema de decisao, procedimento
de decisao, é um algoritmo que, para qualquer instancia de PD,
retorna a resposta correta

Problema decidivel/indecidivel: Um problema de decisdo que tem

solucao é dito ser decidivel e um que nao tem solucao é dito ser
indecidivel

— Todo PD com conjunto finito de instancias € decidivel

Restricoes: Um problema de decisao pode ser obtido de outro
restringindo o conjunto de valores possiveis de um ou mais
parametros

— "Determinar se o numero 123654789017 é primo" é uma
restricao de "Determinar se um numero natural n é primo"
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